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Аннотация. Проделаны четыре новых доказательства теоремы Пифагора, первые два из которых п о­
лучены из подобия треугольников, а последнее два -  из подобия треугольников и подсчета площадей треуголь­
ников. В отличие от известных доказательств теоремы Пифагора два последних доказательства свелись к слу­
чаю, когда произведение двух алгебраических членов равнялось нулю. Приравнивание к нулю первого члена 
сводилось к доказательству общего случая теоремы Пифагора, а второго -  к частному случаю, который легко 
доказывается. Теорема Пифагора хороший пример для математического образования школьников и студентов, 
так как количество доказательств здесь не органично. Доказательства этой теоремы различными способами 
являются очень хорошими алгебро-геометрическими упражнениями. В школах и университетах могут объяв­
ляться конкурсы на наибольшее количество доказательств теоремы Пифагора. В этих конкурсах, возможно, 
будут найдены новые доказательства этой теоремы. Все это может вылиться в некое движение под названием 
«Пифагореана», что будет очень полезным в деле повышения престижа математического образования среди 
молодежи.
Resume. The article presents four new proof o f Pythagoras' theorem, the first two of which are derived from 
the similarity o f triangles, and the last two from  the sim ilarity o f triangles and calculation of the area o f triangles. In 
contrast to the known proof o f Pythagoras’ theorem, two recent proofs were reduced to the case when the product of 
two algebraic numbers is equal to zero. Equating to zero the first member reduced to the proof o f the General case of 
Pythagoras' theorem, and the second to the particular case which can easily be proved. Pythagoras' theorem is a good 
example for the mathematics education of pupils and students as well as the number o f proofs are not naturally. The 
proofs o f this theorem b y various methods are very good algebraic-geometric exercises. In schools and universities 
these theorems m ay be advertised competitions for the highest number proofs o f Pythagoras' theorem. In these com pe­
titions, possibly, new proof o f this theorem can be found. A ll this can result in a movement called "Pythagorean" that 
w ill be very useful in increasing the prestige o f mathematics education among young people.
Ключевые слова: Теорема Пифагора, новые доказательства теоремы Пифагора, подобие треугольников.
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Одним из самых выдающихся достижений античной математики является теорема Пифаго­
ра. Она лежит в основе большей части евклидовой геометрии и всей тригонометрии [1,2], ньютоно­
вой физики и релятивистской динамики [3,4]. Например, работе [3] доказано, что теорема Пифаго­
ра лежит в основе трех законов Ньютона, универсальной гравитационной силы, закона Кулона и 
формул релятивисткой динамики. Уже несколько тысячелетий к этой теореме приковано присталь­
ное внимание профессионалов и любителей.
Наш поиск различных названий теоремы Пифагора с помощью поисковой машины Google 
Scholar (расширенный поиск с точной фразой) привел к следующим результатам (табл. l).
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Таблица 1 
Table 1
Встречаемость различных названий теоремы Пифагора. Google Scholar. 22.01.2016 г. 
The incidence o f different names o f the Pythagorean theorem. Google Scholar. 22.01.2016 Mr.
Название
Встречаемость названий в тексте 
научной публикации
Встречаемость названий в заголовке 
научной публикации
Pythagorean Theorem 24800 353
Pythagoras Theorem 11200 110
Theorem of Pythagoras 2730
Теорема Пифагора 1480 41
Пифагорова теорема 11 15
0
Всего 40221 519
Из таблицы l  видим, что наблюдается около 40 тысяч научных публикаций (в основном 
научные статьи) в которых встречается термин "Теорема Пифагора" на русском и английском языке.
Часто Теорема Пифагора используется в обучающих целях, например, в работе [5] для этих 
целей рассмотрено пять традиционных доказательств теоремы Пифагора.
Новые и старые доказательства теоремы Пифагора можно увидеть в работах конца 19 -  
начала 20 века [6,7]. Шесть новых доказательств этой теоремы предложено в работе [8]. Три новых 
доказательства теоремы Пифагора были сделаны в рамках студенческого проекта в университете 
Северной Флориды [9].
В связи с постоянным увеличением числа доказательств теоремы Пифагора в работе [ю] 
был поставлен вопрос о неограниченном числе доказательств этой теоремы.
Наиболее полная подборка доказательств теоремы Пифагора собрана в книге [l], изданной 
Национальным советом учителей математики (США). В ней отмечается, что на уровень первого из­
дания этой книги было собрано 230 различных доказательств теоремы Пифагора (1927 г.), а на уро­
вень второго издания -  370 (1940 г.). В последнем случае из 370 доказательств выделено 109 алгеб­
раических и 225 геометрических. С 6 мая 1997 г. по настоящее время на сайте Cut the Knot. 
Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles (www.cut-cut-the-knot.org/pvthagoras/index-html') ве­
дется сбор всех, имеющихся доказательств теоремы Пифагора. На конец декабря 2015 г. на нем бы­
ло собрано 114 доказательств этой теоремы.
В этой связи, очевидно, что все доказательства теоремы Пифагора, которые претендуют на 
новизну, должны быть протестированы на вышеуказанном сайте, а также по книге [1].
Из всех имеющихся доказательств теоремы Пифагора наибольший интерес представляют те, 
которые требуют минимум геометрических построений и алгебраических выкладок. Таким требова­
ниям, в первую очередь, удовлетворяет доказательство А.М. Лежандра, полученное в 1858 г. [1,2]. 
Приведем это изящное доказательство в обозначениях работы [2], за исключением обозначения 
длины высоты ( И ).
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Если в прямоугольном треугольнике провести на гипотенузу высоту, которая разделит ее на 
отрезки х  и у , тогда из подобия двух новых образовавшихся прямоугольных треугольников полу­
чим соотношения (рис. l)
х ~ а х  _ ° 2 
а с  с
у  Ъ У
— => У -
о с  с
Рис. 1. Рисунок к  доказательству Лежандра и к  первому новому доказательству теоремы Пифагора
2 гЛ
а Ь 2 т 2 2
Учитывая, что X + у  = С , получим 1----- = с=> а +Ь = с . Что и требовалось доказать.
с с
Другое оригинальное доказательство теоремы Пифагора, но несколько более сложное полу­
чил в 1876 г. 20-ый президент США Д.А. Гарфильд [1,2].
Достраивая два равновеликих прямоугольных треугольника до трапеции, как показано на 
рисунке 2, и вычисляя площадь трапеции двумя способами получим:
^ ( a  + b)(a + b) = -^ab + ^ a b  + ^ c 2 => (а + Ь)(а + Ь) = 2аЪ + с 1 =^>а2 + Ь 2 = с 2 .
Что и требовалось доказать.
а
а b
Рис. 2. Рисунок к доказательству Гарфильда
В этом доказательстве, в отличие от доказательства Лежандра, в котором требуется знание 
теоремы о подобии треугольников, используются только формулы для расчета площадей треуголь­
ника и трапеции.
Интерес к теореме Пифагора ничуть не уменьшился и в наше время. Из самых последних 
публикаций отметим работы [11-13], причем в последней работе, опубликованной в American 
Mathematical Monthly в мае 2015 г. было предложено очередное новое доказательство теоремы Пи­
фагора.
Ниже мы опишем четыре новых доказательства теоремы Пифагора.
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Четыре новых доказательства теоремы Пифагора
Доказательство 1. Рассматривая два подобных треугольника на рисунке 1, можно проделать 
следующие выкладки:
hh a  he х  h ah x h
— = — =>a = — ; — = — = — ; — = ------
a с b a b b h c - x c -
ah
~b
— = — — —  => x(cb -  ah) = bh2 = > —  (cb -  ah) = bh2 
h c b - a h  b
2 7.2
ahc -  — — = bh2 
b
ЬсЛ, a 2h2
—  \h c --  
b )  b
= bh2
h2c 2 a 2h2
= bh2
b b
h2(c2 —a 2 —b2) = 0^ c 2 = a 2 + b 2 . Теорема Пифагора доказана. 
Доказательство 2. Располагая симметрично катета с длиной а исходный прямоугольный 
треугольник и проводя высоту на гипотенузу симметричного треугольника, запишем базовые ба­
лансовые соотношения (рис.з)
J\+ h 2 = h ,  (i)
X + J  = C. (2)
Рис. 3. Рисунок к второму новому доказательству теоремы Пифагора
Из подобия треугольников следуют следующие соотношения
h а , 2 ab
—  = — ^>h = ------ ,
2 b e  с
h a  hb
— = — ^ > х = — . 
х b а
Поставляя (4) в формулу (з), получим
2 Ъ2
х  =
Снова используя свойство подобия треугольников, получим
b К  _ h^
а у  с - х  
Поставляя (6) в формулу (5), получим
(3)
(4)
(5)
(6)
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В терминологии работы [l] оба доказательства носят алгебраический характер. 
Доказательство 3. Построим на гипотенузе длиной с квадрат, направленный в сторону тре­
угольника, тогда квадрат, построенный на катете длиной а , разобьётся на четыре треугольника с
площадями S x, и Л'4 (рис. 4):
Среди этих треугольников мы видим прямоугольный треугольник с площадью S x кон- 
груентный к исходному с длинами сторон а , Ъ и с (доказательство очевидное). Длины катета и 
гипотенузы прямоугольного треугольника с площадью S 0 и длиной катета разной а — Ъ обозначим, 
соответственно, х  и у . Тогда остальные два прямоугольных треугольника с площадью S-, и Л4 , 
слагающих квадрат со стороной а , будут иметь длины катетов, соответственно, а и а — х ;  с и у .
Из подобия прямоугольных треугольников следуют соотношения:
b  =  h 2 = К  = К с h = ( с - - 2Ъ-)Ъ(с2 - 2)
(7)
с -------
с
Используя в последний раз свойство подобия треугольников, получим
а у  2Ъ2 с 2 -  2Ъ2 2 ас
h  с  , cb 
- L = — ^ h l =  — . 
b а а
(8)
Поставляя (7,8) в (l), с учетом (з), получим
сЪ (с2 - 2Ъ2)Ъ 2аЬ
а ас с
(9)
Преобразуем равенство (9)
а
а-b Ъ
Рис. 4. Рисунок к третьему и четвёртому новым доказательствам теоремы Пифагора
Просуммируем площади всех четырех выше описанных прямоугольных треугольников, сла­
гающих квадрат со стороной а  . Тогда получим:
^ a b  + ^ ( a - b ) x  + ^ a ( a - x )  + ^ c y  = а 2. (12)
Поставляя в выражение (12) формулы (ю , и), получим
1 7 1 ,  ^ ( а ~Ъ)Ъ 1 2 , , 2, 1 ( а - Ь ) с 2 2
— ab + — ( a - b ) ----------- b — (a - a b  + b )н----------------- = а . (13)
2 2 а  2 2 а
Алгебраические выкладки с выражением (13) имеют вид
a 2b + ( a - b ) 2b + (a2 - ab + b2)a + ( а - b ) c 2 = 2 а 3 =>
а2Ь + а2Ь -  2ab2 + Ъ3 + а3 -  a 2b + ab2 + ас2 -  Ьс2 = 2а3 =>
a 2b -  ab2 + b3 + а3 + а с2 -  Ьс2 = 2а3 =>
Ъ{а2 + Ь 2 -  с 2) + а (с2 -  а 2 - Ь 2) = 0 ^> (с2 -  а 2 - b 2) ( a - b )  = 0 . (14)
Из тождества (14) следует, что либо а = Ь , либо с 2 = а 2 + Ь 2, то есть для общего случая, ко­
гда а ФЬ  теорема Пифагора доказана.
Для частного случая она доказывается следующим образом. Построим на сторонах тре­
угольника с равными катетами квадраты, как показано на рисунке 5.
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Рис. 5. Рисунок к третьему новому доказательству теоремы Пифагора для частного случая, когда а  — Ь
Обозначим площадь исходного прямоугольника с равными катетами через S , тогда
с 2 = 4S  , 2а 2 = 4S , то есть теорема Пифагора для частного случая а 2 + а 2 = с 2 доказана.
Доказательство 4. Рассмотрим теперь квадрат, построенный на гипотенузе длиной с (рис.4).
Ьс
Из подобия треугольников с площадями и о 5 определим длину катета z  : z  = —  . Представим
а
площадь квадрата, построенного на гипотенузе длиной с , в виде
с 2 = S 5 + S 1 + a 2 - S 1 - S 2 = a 2 + S 5 - S 2 . (15)
Поставляя в выражение (15) значения площадей S x и S 5 соответствующих прямоугольных
треугольников, вычисленные через половинные произведения их катетов, придем к следующим ал­
гебраическим выкладкам
с 2 = а 2 + — — — — Q J L  2с 2а - с 2Ъ = 2а3 - а 2Ъ + 2аЪ2 - Ъ3 = > с2(2а - Ь )  =
2 а 2 а
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= a 2( 2 a -b )  + b2( 2 a - b ) => (с2 - а 2 - b2)(2a — b) = 0 . (16)
Из тожества (16) следует, что либо 2а = Ъ, либо с 2 = а 2 + Ь 2, то есть для общего случая, ко­
гда 2 аф Ь , теорема Пифагора доказана.
Для доказательства частного случая построим рисунок 6.
Рис. 6. Рисунок к четвертому новому доказательству теоремы Пифагора для частного случая, когда 2С1 = Ь
Теорема Пифагора для рассматриваемого случая сводится к равенству а 2 + Ь 2 = с 2 =^ >
а 2 + 4а 2 = 5а 2 = с 2. Из рисунка 6 видим, что квадрат, построенный на гипотенузе с длиной с , сла-
2гается из одного квадрата с площадью а  и четырех равновеликих прямоугольных треугольников, 
каждый из которых имеет площадь —а - 2а = а~. Следовательно, равенство 5а 2 = с 1 соблюдается.
Кстати, рисунок 6 очень хорошо известен из литературы, посвященной теореме Пифагора [1,2]. При 
стремлении Ь к а  внутренний квадрат на рисунке 6 стягивается к точке и этот рисунок вырождает­
ся в рисунок 5. Оба последних доказательства теоремы Пифагора носят алгебраический характер.
Как видим все четыре доказательства, как и большинство других доказательств теоремы 
Пифагора используют теорему о подобии треугольников. В отличие от известных доказательств 
наши новые доказательства теоремы Пифагора в двух последних случаях сводятся к случаю, когда 
произведение двух алгебраических членов равняется нулю. Приравнивание к нулю первого члена 
сводится к доказательству общего случая теоремы Пифагора, а второго -  к частому случаю, который 
легко доказывается.
Заключение
Рассматривая различные доказательства теоремы Пифагора можно сделать вывод, что ос­
новная идея многих доказательств состоит в том, чтобы построить геометрическую фигуру на базе 
исходного прямоугольного треугольника и посчитать ее площадь двумя различными способами, а
потом прийти к тождеству с 2 = а 2 + Ь 2. Не достающие длины отрезков на этой фигуре обычно 
определяются из подобия треугольников.
Теорема Пифагора хороший пример для математического образования школьников и сту­
дентов, так как количество доказательств здесь не органично. Доказательства этой теоремы различ­
ными способами являются очень хорошими алгебро-геометрическими упражнениями. В школах и
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университетах могут объявляться конкурсы на наибольшее количество доказательств теоремы Пи­
фагора. В этих конкурсах, возможно, будут найдены новые доказательства этой теоремы. Все это 
может вылиться в некое движение под названием «Пифагореана», что будет очень полезным в деле 
повышения престижа математического образования среди молодежи.
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